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Soluções unidimensionais em regime estacionário 
para equação de calor sem geração de energia*

*revisão

**condução unidimensional em regime estacionário, em uma 

parede plana, sem geração de calor e condutividade térmica 

constante, a temperatura varia linearmente com x



Condução com geração de energia térmica
Parede Plana
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Condução com geração de energia térmica
Parede Plana

*com geração o fluxo de calor 

não é mais independente de x

**(b) x=0: 0
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Exemplo 3.6-) Uma dada parede plana é composta por dois materiais, A e B. 
A camada do material A tem uma geração de calor uniforme q= 1,5x106 W/m3, 
kA=75 W/m.K e espessura LA=50mm. A camada do material B, com kB= 150 
W/m.K e espessura LB=20mm, não tem geração de calor. A superfície interna 
do material B é resfriada por uma corrente de água com T∞= 30ºC e h=1000 
W/m2.K
1-) Esboce a distribuição de temperatura existente na parede composta em 
condições de regime estacionário.

2-) Determine a temperatura T0 da superfície de isolamento e a temperatura T2
da superfície resfriada.

Hipoteses: Regime estacionário, unidimensional em x, resistência de contato 
entre as paredes é desprezível, superfície interna de A adiabática e 
Propriedades constantes de A e B.



(1) 
(a) Parabólica no material A.

(b) Inclinação zero na superfície isolada.

(c) Linear no material B.
(d) Mudança na inclinação =KB/KA=2 na interface de contato entre as 

camadas.
(e) Gradientes elevados próximos à superfície. 



(2) A temperatura da superfície externa T2 pode ser obtida aplicando-se um balanço 
de energia ao volume de controle em torno da camada do material B.

Como para x=0 tem-se que a superfície é adiabática.

Combinando as equações (1) e (2) temos:

T2 = 30°C + 1,5 . 106 W/m3 . 0,05m = 105°C

1000 W/m2 . K
* Temperatura da superfície isolada
To = q’ . LA2 + T1

2KA

onde T1 é T1 = T
∞

+ ( R’’ cond, B + R’’ conv) q’’
onde as resistências de área são:
R’’ cond, B= LB /KB R’’ conv = 1/h
logo:
T1 = 30° + ( 0,02m/ 150w/m.k + 1/ 1000W/m2 . K) . 1,5 . 106 W/m3 . 0,05m
T1= 30 + 85 = 115°C
Substituindo na equação 3.
T0 = 1,5 . 106 W/m3 . (0,05m)2   + 115 °C

2x 75 W/m . K
T0= 25 + 115 = 140 °C
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COMENTÁRIOS 

1 - O material A, tendo geração de energia, não pode ser 
representado por um elemento de um circuito térmico.

2 - A resistência à transferência de calor por convecção é
significativamente maior do que a resistência devida à condução no 
material B, a diferença de temperatura entre a superfície e o fluido é
muito maior do que a queda de temperatura através do material B.

3 - As temperaturas da superfície e da interface ( T0, T1 e T2 ) 
dependem da taxa de geração de calor      , das condutividades 
térmicas kA e kB e do coeficiente de convecção h.

q&



Dependência do coeficiente de convecção h (Ex. 3.6)



A geração de calor pode ocorrer em uma 
variedade de geometrias radiais.
Para determinar a distribuição de 
temperatura no cilindro, começamos com 
a forma apropriada da equação de calor. 
Para a condutividade térmica constante 
que se reduz a:

SISTEMAS RADIAIS



Separando variáveis e considerando a 
geração de calor uniforme, essa 
expressão pode ser integrada para obter

Repetindo o procedimento, a solução geral para a 

distribuição de temperatura torna-se:



e 

Para obter as constantes de integração C1 e C2

aplicamos as condições de contorno

A primeira condição resulta da simetria da situação. Ou 

seja, para o cilindro sólido a linha central é uma linha de 

simetria para a distribuição de temperatura e gradiente de 

temperatura deve ser nulo.



A distribuição de temperatura é portanto:

Avaliando a equação na linha de centro e 

dividindo o resultado obtido pela própria 

equação obtemos a distribuição de temperatura 

na forma adimensional:



Para relacionar a temperatura da superfície Ts, 

com a temperatura do fluido frio, T
∞
, tanto o 

balanço de energia na superfície quanto o 

balanço de energia total podem ser utilizados. 

Escolhendo a segunda abordagem, obtemos:

ou



Condução em um cilindro com geração uniforme de calor

Fluido frio
T
∞
, h



Exemplo 3.7

Considere um tubo longo isolado na 
superfície externa de raio r2 e 
resfriado na superfície interna de raio 
r1, com geração uniforme de calor q 
no interior do sólido. 



Solução

� Achar:
1. A solução geral para a distribuição de 

temperatura T(x).
2. As condições de contorno apropriadas e a forma 

correspondente da distribuição de temperatura.
3. A taxa de calor removida.
4. O coeficiente de convecção na superfície 

interna.



Esquema



Hipóteses

1. Regime estacionário;
2. Condução unidimensional radial;
3. Propriedades constantes;
4. Geração de calor volumétrico uniforme;
5. Superfície externa adiabática.



Análise

� Para uma análise das constantes, recorremos ao 
limite da temperatura dado:

� T(r2)=Ts,2

� Aplicando a lei de Fourier na superfície:
� (dT/dr)r2 =0
� Utilizando-se as temperaturas dadas na eq. 3.51
� Ts,2 = - q r2² / 4k + c1 ln r2 + c2



� Aplicando-se a lei de Fourier na eq. 3.50 e a 
condição de contorno em r2:

� 0=-qr2²/2k + c1 c1=qr2²/2k
� C2=Ts,2 + qr2²/4k - qr2² lnr2  /2k
� Substituindo c1 e c2 na solução geral:
� T(r)=Ts,2 + (r2² - r²) q/4k – [qr2² ln(r2/r) ] / 2k



A taxa de calor removida pode ser 
determinada da lei de Fourier:

� qr’ = - k 2 π r dT/dr
� qr’(r1) = - k 2 π r1 (-qr1/2k + qr2²/2kr1)
� = - π q(r2²- r1²)
� Para um volume de controle ao redor do 

tubo, pela conservação da energia temos: 
Eg – Es=0; Eg = q π (r2²- r1²) L e
Es =q’cond L = qr’(r1) L 

� qr(r1) = - π q (r2²- r1²)



� Aplicando a exigência da conservação 
de energia temos:

� q’cond=q’conv
� π q (r2²- r1²) = h 2 π r1 (Ts,1 - T∞)
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Introdução a Superfícies 
estentidas

• Superfícies estentidas: termo utilizado para 
retratar um caso especial envolvendo 
transferência de calor por condução no interior  
de um sólido e transferência de calor por 
convecção / radiação entre as fronteiras do 
sólido e a vizinhança.

• A transferência de calor das fronteiras agora  
é perpendicular à direção da principal  
transferência de calor no sólido.



DEMONSTRAÇÃO
Estrutura conecta duas paredes a 
diferentes temperaturas e através de 
um escoamento de fluido



APLICAÇAO PARA UMA SUPERFÍCIE  
ESTENDIDAS

Para um aumento da taxa de transferência na fig. 1( a) –
superfície plana. Temos :

• O aumento do coeficiente de convecção

• Redução da temperatura do fluido.

Conseqüência: aumento de custo (potência dos 

sopradores ) e as vezes impossibilidade da redução da 

temperatura do fluido.

COMO AUMENTAR A TAXA TRANSFERÊNCIA  DE CALOR 
ENTRE UM SÓLIDO E UM FLUIDO ADJACENTE !

1

SUPERFICÍE PLANA



APLICAÇAO PARA UMA SUPERFÍCIE  
ESTENDIDAS

COMO AUMENTAR A TAXA TRANSFERÊNCIA  DE CALOR 
ENTRE UM SÓLIDO E UM FLUIDO ADJACENTE !
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Para um aumento da taxa de transferência na 
fig. 2(a) – superfície com aletas. Temos :

• aumento da área de superfície (aletas), que 
contém um grande  condutividade térmica.

• distribuição melhor da temperatura na 
superfície.

SUPERFÍCIE COM ALETAS



TIPOS DE ALETAS

A - ALETA RETA DE SECÇÃO TRANSVERSAL.

B - ALETA RETA DE SECÇÃO TRANSVERSAL NÃO UNIFORME.

C - ALETA  ANULAR.

D – ALETA EM FORMA DE PINO.



3.6.1 Uma Análise Geral da Condução

Como engenheiros estamos interessados em saber a 
dimensão na qual uma determinada superfície estendida ou 
arranjos de aletas podem melhorar sua transferência de calor 
a partir de uma superfície para o fluido em contato. Para 
determinar a taxa de transferência de calor associada a uma 
aleta, devemos, em primeiro lugar, obter a distribuição 
temperatura ao longo da aleta. 
A taxa na qual a energia é transferida por convecção para o 
fluido a partir de qualquer ponto da superfície da aleta deve 
ser igualada com a taxa na qual a energia atinge aquele ponto 
devido à condução na direção transversal (y,z). Mas, na 
prática, a aleta é delgada e as variações da temperatura na 
direção longitudinal são muito maiores do que aquelas na 
direção transversal. Assim sendo, podemos considerar 
condução unidimensional na direção x.






















