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Solucoes unidimensionais em regime estacionario
para equacao de calor sem geracao de energia*
N
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%Q) raio critico do isolamento é r, = k/h para o cilindro e r__ = 2k/h para a esfera.

*revisao

**conducao unidimensional em regime estacionario, em uma

parede plana, sem geracao de calor e condutividade térmica
constante, a temperatura varia linearmente com x



Conducao com geracao de energia termica
Parede Plana
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Conducao com geracao de energia térmica
Parede Plana

I—"_.l' £
/\L +L -L ' +L
: !

- - I
! . Ty | :
T.s. 1 ; ! Tix) m
. T T,
| : 11 = >

N
T T | TTT T b | T

Tyl

e

*com geracao o fluxo de calor
nao € mais independente de x

dT
**(b) x=0: d— =0
A x=0

.--i
3
x RS
S T
-..""'..u‘-"-."” e
;E #*
gt
e}

L R e Ses g

, .
14 TamL 4
1.1."'-'II" -\."l i
A I e o e e i em .
=
(S8

.
E}
e



Exemplo 3.6-) Uma dada parede plana € composta por dois materiais, A e B.
A camada do material A tem uma geracgao de calor uniforme g= 1,5x10% W/m3,
ka=75 W/m.K e espessura L,=50mm. A camada do material B, com kg= 150
W/m: essura Lg=20mm, ndo tem geracao de calor. A superficie interna
do material B é.resfriada por uma corrente de agua com T_= 30°C e h=1000

W/m2.K
1-) Esboce a distribuicao de temperatura existente na parede composta em

condicdes de regime estacionario.
2-) Determine a temperatura T,da superficie de isolamento e a temperatura T,

da superficie resfriada.

Hipoteses: Regime estacionario, unidimensional em x, resisténcia de contato
\\gﬂre as pa;sl?yé desprezivel, superficie interna de A adiabatica e
ropriedad onstantes de A e B.
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Parabdlica no material A.
) Inclinacdo zero na superficie isolada.
C) Linear no material B.
)

Mudanga na inclinagdo =Kg/K,=2 na interface de contato entre as
camadas.

(e)  Gradientes elevados préximos a superficie.




(2) A temperatura da superficie externa T, pode ser obtida aplicando-se um balango
de energia ao volume de controle em torno da camada do material B.

qg'=nT,-T.) (1)

Como para x=0 tem-se que a superficie é adiabatica.
q'=q L, (2)

Combinando as _ezuagées (1) e (2) temos:

T, =T, + th

T,=30C + 1,5 -10°W/m3-0.05m = 105°C

1000 W/m2 . K
* Temperatura da superficie isolada
To=q -La2+ T,

2K,

ondeT,éT1=T,+ (R"”cond, B+ R"conv)q”
onde as resisténcias de area sao:
R” cond, B= Ly /Kg R” conv = 1/h
logo:
T,=30"+ (0,02m/ 150w/m.k + 1/ 1000W/m?-K) . 1,5 . 106 W/m?3 . 0,05m
T,=30+85=115"C
Substituindo na equacéao 3.
To=15 10W/m3- (0,05m)2 + 115 °C

2x 75 W/m . K
T,=25+115=140"C




COMENTARIOS

1 - O material A, tendo geracao de energia, nao pode ser
representado por um elemento de um circuito térmico.

2 - A resisténcia a transferéncia de calor por conveccgao é
significativamente maior do que a resisténcia devida a conducao no
material B, a diferenca de temperatura entre a superficie e o fluido é
muito maior do que a queda de temperatura atraves do material B.

3 - As temperaturas da superficie e da interface (T,, T, e T,)
dependem da taxa de geracdo de calor ¢, das condutividades
térmicas k, e kg e do coeficiente de convecgao .
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Dependéncia do coeficiente de conveccao h (Ex. 3.6)
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[ SISTEMAS RADIAIS

A geracao de calor pode ocorrer em uma
variedade de geometrias radiais.

Para determinar a distribuicao de
temperatura no cilindro, comecamos com
a forma apropriada da equacao de calor.
Para a condutividade térmica constante
que se reduz a:

15!(@?’)'{]' :
r0dr\ ar/ k




Separando variaveis e considerando a
geracao de calor uniforme, essa
expressao pode ser integrada para obter

il _4a S+ C
Tdr 2k -t

Repetindo o procedimento, a solu¢ao geral para a
distribuicao de temperatura torna-se:

T{r) =—r?+ C{Inr + C;

{q
4k



Para obter as constantes de integracao C, e C,
aplicamos as condicoes de contorno

adl

ar

e
T'(ro)=r

=0

=0

A primeira condi¢ao resulta da simetria da situacao. Ou
seja, para o cilindro solido a linha central € uma linha de

simetria para a distribuicao de temperatura e gradiente de
temperatura deve ser nulo.



[ A distribuicao de temperatura é portanto: ]

qra e
Tir) = 1—-—=|+7T,
T ( m‘) '*“

Avaliando a equac¢ao na linha de centro e
dividindo o resultado obtido pela propria
equacao obtemos a distribui¢ao de temperatura
na forma adimensional:

Tir) — Tj_l_(:r“):

TE'_TS' E




Para relacionar a temperatura da superficie T,
com a temperatura do fluido frio, T.,, tanto o
balanco de energia na superficie quanto o

balanco de energia total podem ser utilizados.
Escolhendo a segunda abordagem, obtemos:

q(mr{L) = h(2mrg LI(T, — Ta)

ou

qTo
. =T_,+—
s 2h



Fluido frio

Conducao em um cilindro com geracgao uniforme de calor



Exemplo 3.7

Considere um tubo longo isolado na
superficie externa de raio r2 e
resfriado na superficie interna de raio
r1, com geracao uniforme de calor g
no interior do sadlido.



[Solugéo

Achar:

A solucao geral para a distribuicao de
temperatura T(x).

As condicoes de contorno apropriadas € a forma
correspondente da distribuicao de temperatura.

A taxa de calor removida.

O coeficiente de conveccao na superficie
interna.



[Esquema

Esquema

Isolamento



Hipoteses

Regime estacionario;

Conducéo unidimensional radial;
Propriedades constantes;

Geracao de calor volumétrico uniforme;
Superficie externa adiabatica.



Analise

Para uma analise das constantes, recorremos ao
limite da temperatura dado:

T(r2)=Ts,2

Aplicando a lei de Fourier na superficie:

(dT/dr),, =0

Utilizando-se as temperaturas dadas na eq. 3.51
Ts2=-qr2/4k+c,Inr, +C,



Aplicando-se a lei de Fourier na eqg. 3.50 e a
condi¢cao de contorno em r»:

0=-gr:2/2k + cf c1=Qr2/2k

C2=Ts,2 + gr2/4k - gr2 Inr./2k
Substituindo ¢1 e ¢2 na solucao geral:
T(r)=Ts,2 + (-2 - r2) g/4k — [gr2 In(r:/r) ] / 2K



A taxa de calor removida pode ser
determinada da lei de Fourier:

gr=-k2mrmrdl/dr

gri(ri) =-k2mr, (-qr,/2K + qr,2/2kr,)
= - 1 q(r2-r?)

Para um volume de controle ao redor do

tubo, pela conservacao da energia temos:

Eg—-Es=0;Eg=qmn(r22-r12) L e
Es =q'condL=qr'(r1) L
qr(r1) = - q (ry? r4?)

|



Aplicando a exigéncia da conservacao
de energia temos:

g'cond=qg’'conv
nq(r2-r2)=h2mnr (Ts1- Tx)

J — Q(rzz _”12)
2”1(Ts,1_T )

oo



Introducao a Superficies
estentidas

« Superficies estentidas: termo utilizado para
retratar um caso especial envolvendo
transferéncia de calor por conducao no interior
de um solido e transferéncia de calor por
conveccao / radiagcao entre as fronteiras do
solido e a vizinhanca.

* A transferéncia de calor das fronteiras agora
é perpendicular a direcao da principal
transferéncia de calor no sélido.
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APLICACAO PARA UMA SUPERFICIE
ESTENDIDAS

COMO AUMENTAR A TAXA TRANSFERENCIA DE CALOR
ENTRE UM SOLIDO E UM FLUIDO ADJACENTE'!

SUPERFICIE PLANA

Para um aumento da taxa de transferéncia na fig. 1( a) —
superficie plana. Temos :

« O aumento do coeficiente de conveccao
* Reducao da temperatura do fluido.

Conseqtiéncia: aumento de custo (poténcia dos
sopradores ) e as vezes impossibilidade da reducao da
temperatura do fluido.




APLICACAO PARA UMA SUPERFICIE
ESTENDIDAS

COMO AUMENTAR A TAXA TRANSFERENCIA DE CALOR
ENTRE UM SOLIDO E UM FLUIDO ADJACENTE !

SUPERFICIE COM ALETAS
T h
*‘C/ S Para um aumento da taxa de transferéncia na
/ fig. 2(a) — superficie com aletas. Temos :

« aumento da area de superficie (aletas), que
contém um grande condutividade térmica.

%

D
a0t

« distribuicdo melhor da temperatura na
superficie.

g TR T |

%



[ TIPOS DE ALETAS ]

A - ALETA RETA DE SECCAO TRANSVERSAL.

B - ALETA RETA DE SECCAO TRANSVERSAL NAO UNIFORME.
C - ALETA ANULAR.

D — ALETA EM FORMA DE PINO.



3.6.1 Uma Analise Geral da Conducao

Como engenheiros estamos interessados em saber a
dimensao na qual uma determinada superficie estendida ou
arranjos de aletas podem melhorar sua transferéncia de calor
a partir de uma superficie para o fluido em contato. Para
determinar a taxa de transferéncia de calor associada a uma
aleta, devemos, em primeiro lugar, obter a distribuicao
temperatura ao longo da aleta.

A taxa na qual a energia € transferida por conveccao para o
fluido a partir de qualquer ponto da superficie da aleta deve
ser igualada com a taxa na qual a energia atinge aquele ponto
devido a conducao na direcao transversal (y,z). Mas, na
pratica, a aleta € delgada e as variagcdes da temperatura na
direcao longitudinal sao muito maiores do que aquelas na
direcao transversal. Assim sendo, podemos considerar
conducao unidimensional na direcao x.



Fig. 3.15 Balanco de energia para uma superficie estendida.



regiao x. Vamos considerar condicdoes de regime estacic
condutividade térmica constante, radiagao da superfic:
prezivel, efeitos da geracao de calor ausentes e o coeficic
transferéncia de calor por convecgio A2 uniforme ao lo:
superficie.

Aplicando a exigéncia da conservagao de energ:
1.11a, ao elemento diferencial da Fig. 3.15, obtemos

9x — Yx+ax —+ dQconv
Da lei de Fourier sabemos que

ar
dx

em que 4_ € a area de se¢do reta, que pode variar com .

vez que a taxa de transferéncia de calor em x + dx pode
pressa como

g, = —KkA_

dq,
dx

etdx — o x + dx
Seguc gucoc

dT

Gxt+dx — —M dx (Ac dx



b

A taxa de transferéncia por convecgao pode ser exXpress
Adqcony = RdA (T — 1)

em que dAd_ € a area superficial do elemento dife
Substituindo as equagdes anteriores para as taxas no
de energia, Eq. 3.56, obtemos

dA |
d (Ach) hdAs 1 1y

dx dx k dx

d*T | [ 1 dAN\dAT 1 h dA; B _
dx® (Acdx)dx (Ack ax )&~ 1) =0

ou

Esse resultado € a forma geral da equagao de energia p
superficie estendida. Sua solugao para condigdes de ¢
apropriadas fornece a distribuigdao de temperatura, q

ser utilizada com a Eq. 3.57 para o calculo da taxa de c«
em qualquer x.



Para resolvermos a Eq. 3.61 & necessario gue sejamos mais es-
yecificos em relacao a geometria. Iniciamos pelos casos mais
imples das aletas planas retangulares e das aletas piniformes
é-s_eg:ﬁo reta uniforme (Fig. 3.16). Cada aleta esta fixada a uma

;,,bét'se cuja temperatura € 7(0) = 7, e se estende no interior de
um fluido a temperatura 7.
- Para as aletas dadas, .4_ & uma constante e A = Px, onde A4_

J____._e.a area da superficie medida da base até x e P & o perunetro
_'da aleta. Conseqiientemente, com dA_/dx = 0 e dA jdx = P, a
Eq 3 61 se reduz a

d*T  hP
s dx? kKA,
Para simplificar a forma dessa equacio, transformamos a va-
“pidvel dependente definindo o excesso de temperatura @ comao

——-T)—O (3.62)

onde, uma vez que 7 _ ¢ uma constante, dG/dx = dT/dx
- Substituindo a Eq. 3.63 na Eq. 3.62, obtemos '
d26
2 =0 (3.64)

onde




A Eq. 3.64 ¢ uma equagio diferencial linear e homogénea
de segunda ordem com coeficientes constantes. Sua solucio

geral ¢ da forma
A(x) = Ce™ + Cre™ "™ (3.66)

Por substituicio, pode-se verificar facilmente que a Eq. 3.66 &

de fato uma solugao da Eq. 3.64.
Para avaliar as constantes C,; e C, da Eq. 3.66, € necessario
especificar condigdes de contorno apropriadas. Uma dessas

i

P=2w+ 21 e
A, = wt A.=nD?4
(ez) (&)

ig. 3.16 Aletas de se¢do reta uniforme. (a) Aleta retangular. (b)
Aleta piniforme.



condi¢gSes pode ser especificada em termos da temperatura da
base da aleta (x = 0)

00 =T, —T.. =06, (3.67)

A segunda condigdo, especificada na extremidade da aleta
(x = L), pode corresponder a uma das quatro situag¢des fisicas
diferentes.

A primeira condi¢do, caso A, considera a transferéncia de
calor por conveccgfdo a partir da extremidade da aleta. Apli-
cando o balanco de energia a uma superficie de controle ao re-
dor da extremidade (Fig. 3.17), obtemos

_ _ dar
hA [TL) — T] kA, I

x=1r
ol

a0

ROL) = —k 9~

(3.68)

x=rL

Ou seja, a taxa na qual a energia ¢ transferida para o fluido por
convecgio a partir da extremidade deve ser igual a taxa na qual
a energia alcancga a extremidade por conducio através da aleta.
Substituindo a Eq. 3.66 nas Eqs. 3.67 ¢ 3.68, obtemos, respec-
tivamente,

0,=C,+ C, (3.69)

A(C,e™" + Cre™ ™) = km(Cre™ ™ — Ce™)



Resolvendo para C, ¢ C,, pode ser mostrado, ap6s alguma ma-
nipulagio algébrica, que

@ _ coshm(L — x) + (h/mk)senhm(L — x)
6, cosh mL + (h/mk)senh mL (3.70)

A forma da distribuigcdo de temperatura é mostrada esquemati-
camente na Fig. 3.17. Observe que a magnitude do gradiente

O I

X

Fig. 3.17 Condugédc e convecgio em uma aleta de secéo reta
uniforme.



de temperatura diminui com a diminuigcio de x. Essa tendé&ncia
€ uma consedqiiéncia da reduciao na transferéncia de calor por
conducio g (x) com o aumento de x devido a perda continua de
calor por convecgiao a partir da superficie da aleta.

Fstamos particularmente interessados no calor total trans-
ferido a partir de toda a aleta. Da Fig. 3.17 & evidente gue a
taxa g_, de transfer&ncia de calor da aleta pode ser avaliada de
dois modos distintos, ambos envolvendo a utilizacao da dis-
tribuicao de temperatura. O procedimento mais simples, que
vamos utilizar, envolve a aplicagao da lei de Fourier na base da
aleta. Ou seja,

dT Vol
G, — Gp — — KA, = — kA

c dx | .—o dx | o 3.7

Logo, conhecendo a distribuig¢iao de temperatura, 9 (x). g, pode
ser avaliada pela expressao

h . +— (F/rk) cosh il i
_ sen 3 7>
da VIAPKA Oy Co T (A/mk) senh sl C )

Contudo, a conservagciao de energia nos diz gue a taxa na gual
o calor ¢ transferido por convecgio a partir da aleta deve ser
igual a taxa na qual € conduzida através da base da aleta. Con-
sequientemente, a formulacio alternativa para g_ €

g.= | nirco — 7 1aa,
A,

o = f hO(x) dA (3.73)
Aﬂ



onde 4, € a area roraf da superficie da alefta, incluindo sua e
tremidade. Substituindo a Eq. 3.70 na Eq. 3.73 nos leva a E
3.72.

A segunda condicao para a extremidade da aleta. caso
corresponde a consideracao de que a perda de calor por co
vecgcao a partir da extremidade da aleta & desprezivel. INes
caso., a extremidade pode ser considerada adiabatica e

d6

dx {7

— O (3.7
Substituindo na Eqg. 3.66 e dividindo por 2, obtemos

CIEmL I Cze-.—ml‘ = >

Utilizando essa expressao com a BEqg. 3.69 para resolverm

para C'; e C, e substituindo os resultados na Eg. 3.66, ob
mMmos

e  cosh m(l. — x) 3 -
e, cosh szl 3.5

Unilizando essa distribuiciao de temperatura com a Eqg. 3.71
taxa de transferéncia de calor da aleta € entao

g.,=— N hRPKEA_6O, tanh il (3.7

Da mesma forma, podemos obter a distribuigcio de temyj
ratura da aleta e a taxa de transferéncia de calor para o caso
onde a temperatura ¢ dada na extremidade da aleta. Ou seja
segunda condicio de contormo &€ 8 (1) — G,, ¢ as expressoes
sultantes s30 da forma



Tasera 3.4 Distribuicao de temperatura e perda de calor para aletas de secio transversal uniforme

ot comvecgia: T coshnll= )+ (mbjsenh mil- x seh L + (i) coshL.
-ffhe(L - —kd@/a’x] . cofunl  (hin Senhmf?,.":_f"f:, oL (sl

1._.(8 L/Bb) senh mx. i senh m(L M (coshr ' :




