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Parte 3. ANALISE DE COMPONENTES PRINCIPAIS

3.1. Introducéao

Componentes principais sdo combinacdes lineares das variaveis originais de
processo, obtidas a partir da matriz de covariancia ou de correlagdo dos dados. Essas novas
variaveis sdo independentes entre si e capazes de descrever o comportamento de um dado
sistema multivariado. Técnicas baseadas em analise de componentes principais (sera usada
a abreviatura PCA: “principal component analysis”) sdo utilizadas visando dois objetivos

principais:

a) Reducao da dimensdo de modelos do sistema, obtida com a redu¢do do numero
de variaveis consideradas. Em sistemas complexos e com grande namero de
variaveis, essa reducdo é importante, porque possibilita o desenvolvimento de

modelos mais simples, com menor niumero de varidveis, para simulagéo e andlise
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do sistema. Para tanto, os resultados da PCA séo utilizados para selecionar um
subconjunto de m variaveis (com m < p) capaz de descrever a maior parte da

variabilidade dos dados de processo.

b) Deteccdo de correlagcbes entre variaveis, ou grupos de variaveis, implicitas nos
dados. A deteccdo baseia-se na estrutura implicita da matriz de covariancias,
para identificagdo e interpretacdo das relacdes entre grupos de variaveis. Essas
analises normalmente visam identificar processos implicitos na estrutura dos
dados, néo evidentes a partir do exame inicial das correlacbes entre pares de

variaveis.

Para facilitar a compreensdo do conceito envolvendo componentes principais, €
apresentada a seguir uma descricdo geométrica, com um exemplo simples, baseado em
Sharma (1996). Na segunda parte do texto é apresentada a formulacdo matematica da

técnica e sua aplicagéo.
3.2. Interpretacdo geométrica dos componentes principais

O significado e algumas implicacdes da técnica de PCA podem ser mais facilmente
compreendidos com uma interpretacdo geométrica dos componentes, associando-os a
projecBes das variaveis originais. Para o caso de duas variaveis, é possivel visualizar essas
projecBes, como no exemplo seguinte, o qual é baseado em Sharma (1996). Na Tabela 3.1
ha 12 observacdes de duas variaveis, x; € X,. A tabela apresenta os valores originais, média

e variancia das variaveis, bem como os valores das varidveis centradas na média.

A variancia total do sistema equivale a soma:

2 2 2
S” =8, +S,= 23,091 +21,091 = 44,182

As variaveis x; e X, representam, respectivamente, 52,3% e 47,7% da variancia total
do sistema. Portanto, sua importdncia para a variabilidade total dos dados é
aproximadamente igual. As matrizes de quadrados e produtos cruzados, covariancia e de

correlagcdo sao, respectivamente:

254 181 23,091 16,455 1,000 0,746
SSCP = 2= R =
181 232 16,455 21,091 0,746 1,000



Tabela 3.1. Exemplo de dados bivariados: variaveis originais e centradas na média.

X1 X1 X2 Xs
Observacao Original Centrada na média Original Centrada na média
1 16 8 8 5
2 12 4 10
3 13 5 6
4 11 3 -1
5 10 2 8 5
6 9 1 -1 -4
7 8 0 4
8 7 -1 3
9 5 -3 -3 -6
10 3 -5 -1 -4
11 2 -6 -3 -6
12 0 -8 0 -3
média 8 0 3 0
variancia 23,091 23,091 21,091 21,091

Observa-se que os dados sdo correlacionados positivamente, com coeficiente de
correlagcd@o r» = ry; = 0,746. Os valores dessas duas variaveis centradas na média podem
ser representados graficamente em um plano, como mostra a Figura 3.1. Assim, qualquer
ponto no grafico é representado pelas coordenadas nos eixos X; e X,. No caso de haver p
variaveis, seus valores seriam pontos no espaco de dimensdo p. E possivel fazer uma
mudanca nessa base ortogonal, fazendo-se uma rotacdo dos eixos X; e X, em um angulo 6,
obtendo-se uma nova base ortogonal, representada pelos novos eixos de coordenadas e; e

e,, conforme mostrado na Figura 3.1.
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Figura 3.1. Representacdo grafica das varidveis centradas na média, da Tabela 3.1, e de um

novo sistema de eixos ortogonais, e; e e,, deslocados em relacdo a X; e X, de um angulo 6.

Como resultado dessa mudanca de base, pode-se demonstrar que uma observacéo i
qgualquer, de coordenadas [Xi;, X ] no gréfico, pode ser representado nas novas

coordenadas e; e e, da seguinte forma:

e; = X,;C0s0+ X,;send (3.1)

e,; =—X,;send + X,; cos6 (3.2)

Dependendo do angulo de rotacao dos eixos (), pode-se alinhar um dos eixos (no
caso, e;) mais ou menos em relacdo a direcdo de maior variacdo dos valores de X; e X, 0
gue corresponde a maior variancia dos dados. Por exemplo, para 0 igual a 10°, os valores
das variaveis na nova base e as respectivas variancias sdo apresentadas na Tabela 3.2.
Observa-se que as duas novas variaveis, obtidas por combinacdes lineares das variaveis
originais segundo as Equacfes 3.1 e 3.2, também tém média igual a zero. No entanto,
embora a variancia total das novas variaveis permane¢ga a mesma (pois 0 sistema € o
mesmo) a fracdo da variancia total representada por cada uma delas mudou: a variancia
contida em e; passa a representar 64,9 % e a contida em e,, 35,1 % da variancia total. Isto é
conseqiéncia da nova orientacdo dos eixos: e; estd mais alinhado com a direcdo de maior

variancia dos dados.



Tabela 3.2. Efeito da mudanca de base: rotagdo em 6 = 10°.

Observacao X1 X5 e, e,

1 8 5 8,747 3,535

2 4 7 5,155 6,199

3 5 3 5,445 2,086

4 3 -1 2,781 -1,506

5 2 5 2,838 4,577

6 1 -4 0,290 -4,113

7 0 1 0,174 0,985

8 -1 3 -0,464 3,128

9 -3 -6 -3,996 -5,388

10 -5 -4 -5,619 -3,071

11 -6 -6 -6,951 -4,867

12 -8 -3 -8,399 -1,565
média 0 0 0 0

variancia 23,091 21,091 28,659 15,523

Pode-se fazer um gréfico da fracdo da variancia total representada pela nova variavel
e; em funcdo do angulo de rotacdo 6, conforme mostrado na Figura 3.2. O valor maximo da
curva ocorre para @ igual a 43,26°, com a variancia de e; igual a 38,576 (87,3% do total de

44,182). Para esse valor, as Equagdes 3.1 e 3.2 ficam:

e, =0,728X,, +0,685X,, (3.3)

e,; = —0,685X,, +0,728X,, (3.4)
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Figura 3.2. Fracao da variancia total representada por e; em funcéo de 6.

As variancias representadas por e; e e, sdo, respectivamente, 38,576 (87,3 % do
total) e 5,606 (12,7 % do total). As novas matrizes SSCP, ¥ e R, baseadas nas novas

variaveis e; e e,, sdo:

424334 0 38576 0 1,000 0
SSCP = 5= R
0 61666 0 5606 0 1,000

Nas novas matrizes, a covariancia entre e; e e, vale zero, refletindo o fato de que as
novas variaveis sdo ortogonais (independentes entre si). A varidncia total permanece a
mesma das variaveis originais. No entanto, a nova variavel e; representa quase 90 % da
variancia total e a outra variavel incorpora o restante da variancia total dos dados
experimentais. Assim, a nova variavel e; pode ser usada para representar as duas variaveis
originais, com a vantagem de que se reduz a dimensdo do problema de 2 para 1. A
desvantagem é que cerca de 13% das informacdes contidas nos dados originais é

confundida, ou perdida, quando se usa apenas e; para representar o sistema.

O exemplo dado pode ser extrapolado para p variaveis. A analise de componentes
principais é usada com frequéncia na redugcdo de dimensdo em sistemas multivariados,
visando concentrar em um pegueno conjunto de novas variaveis, ortogonais, a maior parte

da variancia do sistema.



3.3. Formulacdo matematica da técnica de PCA

A obtengdo de componentes principais consiste em se obterem 0s pesos W, K e |

variando de 1 a p, para o0 seguinte sistema de p equacoes:

€, = Wy Xy + Wy Xy + e+ Wy X

€, =Wy X  +Wp, X, +o 4w, X (3.5)

em que:

e, a e, sdo 0os componentes principais, ordenados em ordem decrescente da sua

participacdo na variancia dos dados;

W,j S80 0s pesos da variavel j sobre o componente k (“‘component loadings”);

Os pesos sédo estimados de modo que as seguintes restricdes sejam atendidas:

1) O primeiro componente, e;, abrange a maxima fracdo da variancia total do
sistema; 0 segundo componente, e,, abrange a maxima fracdo do restante da
variancia total do sistema ndo abrangido pelo primeiro componente; e assim
sucessivamente, obtendo-se uma sequéncia de componentes, e; a €,, em ordem

decrescente de importancia (0o nimero maximo de componentes € igual a p).

2 2 2
2) Wig +Weo +oit Wy = 1 k=1, .p. Esta condicsio, que significa que os

p vetores sdo normalizados, € arbitraria, mas é adotada para evitar que 0s
valores numéricos dos pesos afetem a variancia representada por um dado

componente em relacdo aos demais.

3) Ortogonalidade: Wkl-le + sz-sz +...t Wkp -ij = 0, k=]

O objetivo dos algoritmos de calculo de componentes principais € obter w,

respeitando as restricoes 1 a 3.

Para o vetor X das p variaveis X;, centradas na média, a matriz de covariancia X €

representada pelo valor experado do produto dos vetores:

r-E(xX") (3.6)



Seja o vetor de pesos de um componente e, qualquer, representado por:

w' =(W1,W2,...,Wp) 3.7)

Conforme mostra a Eg. 3.5, existem p vetores como esse, e cada componente e

pode ser representado por:

e=w'.X (3.8)

Portanto, para cada uma das n observa¢des ha um valor correspondente de cada
componente. A variancia do componente e é calculada pelo valor esperado do produto

guadratico desse componente para todas as observacgdes, ou seja:

s, = E(e.eT ): E(WTX.XTw)z w' Zw 3.9)
A obtencdo dos componentes principais a partir de um conjunto de dados com n

observacdes de p variaveis, cuja matriz de covariancias é X, implica resolver o seguinte

sistema para cada componente e, com k variando de 1 a p:

, A T L
Obter os vetores wy, tais que a variancia de e,, W, %W, , seja maxima,
o - T -
Sujeita & restricio: W, W, =1 (restricdo 2) e

Atendendo a condi¢ao de ortogonalidade: WiTWk =0 parai = k (restricdo 3).

A solucdo consiste, portanto, em um problema de otimizacdo, com a variancia como
funcdo objetivo a ser maximizada. Uma das técnicas de solugdo consiste no uso de
multiplicadores de Lagrange para incorporar as restricdes a funcéo objetivo. Para o caso de
um componente qualquer, com vetor de coeficientes w, seja F a funcdo a ser maximizada,

definida por:

F :WTZW—/I(WTW—l) (3.10)

em que a restricdo de vetor de pesos normalizado esta incorporada em F no segundo termo,

gue é multiplicado pelo multiplicador de Lagrange, A.

O vetor das derivadas parcias de F em relacéo ao vetor de pesos é:

oF
— =2Xw-21w
ow (vetor p x 1) (3.12)

Fazendo-se esse vetor igual a zero, obtém-se:

w = Aw (3.12)
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gue € um problema caracteristico de autovalores e autovetores. Assim, a solugdo néo trivial
(para w = 0) da Equacdo 3.12 envolve a obtengdo dos p autovalores A4, k =1, 2, , p, da
matriz de covariancia e dos correspondentes autovetores, 0s quais correspondem aos p
vetores de pesos wy, para k =1, 2,..., p. Por exemplo, seja (1, w)x um par de autovalor —

autovetor da matriz de covariancias. Entéo, da Eq. 3.12:
(Z-AI)w=0 (3.13)

Como foi imposta a restricdo de que os autovetores sdo normalizados, entéo:

wiw=1 (3.14)

Pré-multiplicando-se a Eq. 3.13 por w' obtém-se:
w (Z-AIw=0 (3.15)

ou:

wWEIw=Aw'w, (3.16)

Combinando-se as Egs. 3.9, 3.14 e 3.16, obtém-se:

2 T T T T
S, = E(e.e ): E(W X.X w)z wXw=41. (3.17)

Ou seja, a variancia do componente é igual ao autovalor correspondente da matriz
de covariancias. A matriz de covariancias é positiva definida, o que implica que seus
autovalores sdo positivos. Assim, para a obtencdo dos componentes principais em ordem
decrescente de importancia quanto a variabilidade dos dados, ordenam-se 0s autovalores

da matriz £ em ordem decrescente, de modo que:
A2, 224,20 (3.18)

e calculam-se o0s correspondentes autovetores, que Sd80 0sS pesos dos componentes
principais, em ordem decrescente de importancia do ponto de vista da varidncia abrangida.
Assim, o vetor de pesos do primeiro componente, w;, € 0 autovetor correspondente ao maior

autovalor, A4, da matriz de covariancias, X. Se todos os autovalores da matriz de
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covariancias forem distintos, entdo os autovetores sao ortogonais, o que satisfaz a restricdo
3. Assim, obtém-se os pares (41, W), k =1, 2,..., p, que sdo as variancias e 0s respectivos
coeficientes dos p componentes principais ey, k = 1, 2,..., p. A soma dos p autovalores

corresponde a variancia total do sistema.

Pode ocorrer, em situacbes raras, de haver igualdade entre dois ou mais dos
autovalores. Nesses casos, embora 0s autovetores de X possam ser ortogonais, eles nédo
sdo Unicos, exigindo a definicdo de seus valores por algum critério arbitrario. No entanto,
essa situacdo normalmente ndo ocorre em situacdes reais, com grandes bases de dados.

Outra situacdo que pode ocorrer, mais comum, é haver um ou mais autovalores
iguais a zero. Tal situacao indica que ha dependéncia linear entre elementos da matriz de
dados, x, causado por redundancia de varidveis ou observacdes. Matematicamente, tal fato
indica que o rank da matriz £ € menor que p. Nesses casos, a base de dados deve ser

modificada e reorganizada para aplicacao da técnica.

3.4. Analise baseada na matriz de covariancias ou de correlacao.

As matrizes £ e R sao relacionadas entre si e fornecem basicamente informacdes
sobre o0 grau de associacdo linear entre variaveis. No entanto, uma vez que a matriz de
correlacdo é obtida a partir das variaveis padronizadas, perde-se informacdo sobre a
varidncia em troca da informacdo sobre a correlacdo entre as variaveis. Com isso, 0s
elementos das matrizes X e R séo diferentes, fazendo com que os autovalores e autovetores
sejam, também, diferentes, o que altera os resultados da analise. A escolha entre uma e
outra matriz para realizar a PCA depende normalmente da natureza e valores numéricos
dos dados. Nos casos em que se trabalha com variaveis cujos valores numéricos sdo muito
diferentes entre si (por exemplo, vazdes da ordem de milhares de litros por hora e fracdes
molares), os resultados da andlise sdo afetados pela amplitude dos valores. Nesses casos,
€ melhor utilizar a matriz de correlagéo dos dados, pois isso faz com que a andlise considere
as variaveis padronizadas, ou seja, levando em consideracdo a amplitude em multiplos de

desvio padrdo de cada variavel centrada na média.

3.5. Interpretacao de resultados

Como visto, a técnica de PCA consiste na obtencdo de um conjunto de p
combinacfes lineares, ou componentes, das p variaveis originais, combinacdes essas
ordenadas em ordem decrescente da variancia representada por cada componente. A

orientacdo dessas combinagfes lineares de modo a absorverem, cada uma, a maxima
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variancia disponivel implica obter os p autovalores e correspondentes autovetores da matriz
de covariancia, ou da matriz de correlacdo. Uma vez que a técnica de PCA destina-se a
reduzir a dimenséo de sistemas com muitas varidveis e detectar correlacdes entre elas, o
tratamento dos resultados da analise visa tornar evidentes as eventuais correlagdes e a
importancia relativa dos componentes obtidos e das variaves originais. Na interpretacdo dos
resultados, objetiva-se a selecdo de um subconjunto de m componentes ou variaveis (m <

p), 0 que envolve normalmente um ou mais critérios, que variam conforme a aplicacao.

Critérios para selecdo de um subconjunto de componentes principais

Nos casos em que o0 objetivo é a selecdo de m componentes principais, na maioria
dos casos o objetivo é a utilizagdo do conjunto de m componentes em modelos matematicos
dos sistemas em questdo. E comum ocorrerem casos em que m<< p, como, por exemplo,
em andlises de espectros, em que as variaveis podem ser a absorbancia de radiagcdo em um
dado comprimento de onda e comprimentos de onda proximos sdo, em geral,
correlacionados. Assim, os modelos sdo construidos de forma a correlacionar a
concentracdo de espécies quimicas de interesse com um grupo de m componentes
principais, muito menor que as p variaveis originais, 0 que representa uma grande
vantagem, pois sistemas de medicdo de espectros com alta resolu¢cdo normalmente operam
com centenas ou milhares de comprimentos de onda, ou seja, grandes valores de p. Assim,
os célculos de concentragdo baseados nesses modelos envolvem duas etapas: 1) a partir
dos valores das p variaveis originais, calcular os valores dos m componentes (“component
scores”); 2) calcular as variaveis de saida do modelo a partir dos m componentes. Os
critérios mais comumente adotados para selecionar os m primeiros componentes a serem

utilizados para descrever um dado sistema multivariado séo:

a) valor de corte para o autovalor correspondente a cada componente, ou variancia

representada por cada componente.

Este critério € adequado quando a andlise é baseada na matriz de correlagdo, R. A
justificativa para esta regra é que, se as variaveis incluidas no estudo sao independentes,
todas tém correlacdo zero e variancia individual igual a 1, na matriz de correlacdo. Desse
modo, um componente cuja varidncia seja menor que 1 representa menos do que uma

variavel original individual e ndo precisa ser considerado. O critério, portanto, é:
Selecionar eg se 4> 1, parak=1,..., p.

Na prética, é interessante considerar uma toleréncia no valor de corte, selecionando

componente cujas variancias sejam um pouco menores que 1, para levar em consideracao
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variacoes e erros em medidas. Por exemplo, Jolliffe (1986), baseado em simulagdes, sugere

o valor de corte igual a 0,7.

b) fracdo acumulada da variancia total do sistema, representada pelos primeiros

componentes, de 1 a m.

Este critério consiste em se estabelecer um valor minimo aceitavel da fracdo da
variancia total representada pelos m primeiros componentes. Normalmente adotam-se

valores de cerca de 80 a 90%. Assim, o critério é:

A

TMB
I

Frac.4, =

, Pparam=1,...,p (3.19)
ﬂ’k

=~

Il Mﬁ

LN

0 processo € interrompido quando Frac. A, > fragdo minima adotada.

c) visualizacéo por meio de gréficos de distribuicéao.

Gréficos do tipo “scree plot” sdo Uteis para visualizacdo da importancia dos
componentes e sao usados para decisdo quanto ao niumero de componentes a serem
utilizados para descrever um sistema multivariado. Na Figura 3.3 € mostrado um exemplo de
grafico do autovalor de cada componente em funcdo de sua ordem, ou seja, a variancia
explicada por cada componente, na ordem de importancia. A mesma informacédo pode ser
representada na forma da fracdo da variancia total explicada pelos componentes ordenados
(também mostrada na Fig. 3.3). A selecao do nimero m de componentes principais a serem
considerados em um dado estudo baseia-se na inclinagéo do gréfico: a partir de um certo
namero, a curva passa a ter inclinacao praticamente constante e pequena. O namero m dos

primeiros componentes a serem selecionados no estudo corresponde a regido de maior

inclinacéo da curva (a esquerda), antes do ponto em que ha alteragao visivel na inclinagao.

Gréficos como 0 mostrado na Fig. 3.3 s@o importantes por possibilitarem visualizar a
distribuicdo da variancia entre os componentes. Nos casos em que o grafico tem forma
similar ao mostrado na figura, € possivel visualizar que os primeiros 3 a 4 componentes s&o
responsaveis pela maior parte da variancia e que o restante da variancia esta distribuido
entre os demais componentes. No entanto, ha casos em que ndo é possivel concentrar a
maior parte da varidncia nos primeiros componentes, ocorrendo uma queda gradual na
curva do grafico, indicando que a variancia do sistema esta distribuida entre os

componentes. Tais situagbes ocorrem nos casos em que nao ha correlacdo clara entre



13

variaveis, ou grupos de variaveis. Nesses casos, nao ha ganhos significativos em substituir

as variaveis originais por componentes principais.
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Figura 3. Exemplo de um “scree plot”.

Critérios para selecdo de um subconjunto de variaveis

A substituicdo das variaveis originais por suas combinac¢@es lineares, na forma de
componentes principais, muitas vezes ndo é desejada. Isto ocorre nos casos em que as
varidveis sdo de natureza diferente, como em processos quimicos, em que variaveis
representando vazdo, temperatura, pressao, composi¢do, nivel e outras sdo combinadas
nos componentes principais. Nesses casos, 0 uso de componentes principais significa a
perda do significado fisico das variaveis envolvidas no processo. Entdo, a reducdo da
dimensao do sistema envolve a selecdo de um subconjunto de m variaveis, as quais sédo as
mais importantes, com base na sua contribuicdo para a variancia dos dados. Em um
determinado componente, algumas variaveis podem contribuir positiva ou negativamente,
sendo essa contribuicdo de maior ou menor intensidade. A contribuicdo de cada variavel
pode ser verificada a partir dos coeficientes das varidveis nos componentes principais
(“component loadings”). Assim, a sele¢cdo das m varidveis mais importantes no sistema
envolve, primeiramente, a obtencdo dos componentes principais. Uma vez obtidos os

componentes principais, a importancia de algumas variaveis em relacdo a outras pode ser
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avaliada a partir dos valores absolutos de seus coeficientes em cada um dos componentes

principais, levando-se em consideragéo a importancia relativa destes.

O procedimento para selecdo consiste em, para cada componente ey selecionado

entre 0os m primeiros, k = 1, 2,...m, selecionar a variavel j para a qual ‘ij‘ seja maximo,

desde que essa vaiavel ndo tenha sido selecionada antes (para valores menores de k).
Assim, comec¢ando no primeiro componente (k = 1), a variavel cujo coeficiente tem maior
valor absoluto € aquela mais importante do sistema, quanto a contribuicdo para a variancia.
Essa variavel deve, entdo, ser selecionada para participar de modelos. Em geral ha outras
variaveis em um mesmo componente cujos coeficientes tém valores absolutos proximos.
Isso indica que essas varidveis sdo correlacionadas entre si. Portanto, com a selecdo
daqguela com maior coeficiente essas outras correlacionadas passam a ser representadas. O
procedimento € repetido para k = 2,..., m. No final do processo, haverd um conjunto de m
variaveis que representam, em cada componente, a maior contribuicdo para a variancia do

sistema.

Exemplo

Realizar a PCA de um sistema com 3 varidveis aleatérias, x;, X, € X3, COm a seguinte

matriz de covariancias:

1 -2 0
X=-2 5
0 2

Os autovalores e autovetores (normalizados) dessa matriz sdo:

J1=5,83;  w;' =[0,383;-0,924; 0]

A2 = 2,00; w,' =[0; -0; 1]

13=0,17; w3’ =[0,924; 0,383; 0]

Assim, a variancia total, que é igual a soma dos elementos da diagonal principal da
matriz de covariancias, equivale também a soma dos 3 autovalores, ou seja, 8. Os

componentes principais sao:

e, = 0,383x, —0,924x,

e, =0,924x, +0,383x,
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Esses trés componentes sdo ortogonais, ou seja, constituem variaveis
independentes no sistema. No primeiro componente, que abrange 72,9% da variancia total
(= 5,83/8), a variavel que apresenta maior peso (em moédulo) é x,. Essa é, portanto, a
principal variavel que afeta a variancia total do sistema. O segundo componente,
responsavel por 25% da variancia total (= 2/8), € composto pela propria variavel x3, 0 que €
coerente, pois ha matriz de covariéncia observa-se que essa variavel ndo é correlacionada
com as demais. O terceiro componente, que representa apenas cerca de 2% da variancia
total (= 0,17/8), pode ser desprezado, pois a perda de informacBes é pequena. Assim, o
sistema pode ser descrito com o0 uso dos 2 componentes principais, ou das variaveis x, e Xs,

em vez das trés variaveis originais.

Pode-se usar 0 mesmo procedimento com a matriz de correlacdo, No entanto, 0s
resultados normalmente sdo diferentes quando os valores numéricos das variaveis séo

diferentes.




